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1.4.1 PRODUIT MATRICIEL, RAPPEL

Soit A une matrice m x n. Les colonnes de A sont des vecteurs

E aln X1
a_l> = AU a_,,> = : et X =
aml amn Xn
DEFINITION

La multiplication matricielle est définie par la formule
X1

Xn

Ainsi le i-eme coefficient de A- X vaut ai1X1 + ajpxo + -+ - + aipXn.

On multiplie “ligne par colonne”.



1.4.2 EXEMPLE

Nous voulons savoir pour quelles valeurs des parametres by, by, b3

le systéme suivant a une solution :

x +y +z =b
X -y 4z =b
x +y 43z =b3
En d'autres termes nous voulons savoir quand le systéme suivant,
écrit sous forme matricielle, est compatible (on a additionné la

ligne 1 a la ligne 2 et soustrait cette méme ligne a la troisieme) :

WOB @1 1| by
00 by + by

0 0 2|b3—bH
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1.4.3 LINEARITE DU PRODUIT MATRICIEL

Soient A une matrice m x n, des vecteurs 7, V de R" et a € R,

THEOREME

QA (W+V)=AU+AV;
Q A (o) =a-(AT).

Preuve. On compare simplement les coefficients de part et d'autre

de I'égalité. Faisons-le pour I'action : Pour 414 C< m
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1.4.4 THEOREME D’EXISTENCE A 4o 4olla pnx v

THEOREME
Les affirmations suivantes sont toutes équivalentes.

@ L'équation A - X = b a au moins une solution pour tout

%
vecteur b.

— .. .,
© Tout vecteur b de R™ est combinaison linéaire des colonnes

de A.

@ Les colonnes de A engendrent R"™.

@ Dans chaque ligne de A il y a un pivot.

Dans le point (d) on parle bien des pivots de la matrice A, pas de
-
la matrice augmentée (A[b), qut e fa mednie bu JV\O\Q»Q AL -b.
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1.5 ECRITURE DES SOLUTIONS

Nous introduisons maintenant une méthode pour écrire proprement
et sous forme vectorielle les solutions d'un systéeme d'équations

linéaires.



1.5.1 SYSTEMES HOMOGENES, I

Soit A une matrice m X n, les inconnues xi, ..., X, forment un

vecteur colonne X . On considere le systeme
—
AX =0

EXEMPLE
On veut résoudre le systeme x; — xo + x3 = 0.

La matrice augmentée associée est (1 —1 1| 0). Elle est
échelonnée et réduite !

Il 'y a une inconnue principale : x; et deux inconnues libres : x», x3.
Ainsi xp, x3 joueront le role de parameétres dans la description des
solutions.

X1 =X2—2X3



1.5.1 SYSTEMES HOMOGENES, II

Pour décrire les solutions de x; = x» — x3, on constate que x> peut

prendre n'importe quelle valeur réelle s et de méme x3 = t. Ainsi

X1 X2 — X3 1 -1
X2 = X =s| 1 |+t 0
X3 X3 0 1
pour s, t € R.
1 -1
Autrement dit S = Vect{| 1 |, 0 |}. Clest un plan car
0 1

ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires.



1.5.1 SYSTEMES HOMOGENES, 111

THEOREME
. 1 N N\ %
Les solutions S d’un systeme homogene AX = 0 forment

toujours un sous-espace de la forme Vect{Vf, e V;Z}

Remarques.
e Le nombre k est celui des inconnues secondaires.
e Si k=0, alors S = Vect{)} = {ﬁ}
e Si k =1 les solutions forment une droite, si k = 2, elles

forment un plan, etc.



1.5.1 EXEMPLE

On veut résoudre le systeme homogene

2x1 —5xo +8x3 =0
—2x1 —T1x +x3 =0
dx; +2x0 +7x3 =0

Pour ce faire on lui associe la matrice augmentée qu’'on échelonne

et réduit :

@)—580Ll+LQ 2 580
2 -7 1|0 | » [0 -1z 3|0 | T2

4 2 710 )5\ O 12 -9]0 L;-(—é)
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1.5.2 SYSTEME INHOMOGENES, I

_ . — - =
On travaille avec un systtme AX = b et le vecteur b # 0.

THEOREME

La solution générale S d'un systéme inhomogene compatible

_)
AX = b s'écrit comme B + Vect{V{,...,Vi}.

Remarques.
Q Le vecteur ﬁ est une solution particuliere du systeme.
— — : A
@ Le sous-espace Vect{vi,..., vi} est la solution générale du

systeme homogene associé AX = 0.



DEMONSTRATION

Supposons que nous avons trouvé une solution particuliére ?

Soit 7 une solution arbitraire du systeme AX = b. Alors

AF =B = Aq

Ainsi
0=AF AP =AG - P)

Mais alors 7 — ? est une solution du systeme homogene associé !

Par conséquent ¢ — P € Vect{Vf, ol V;Z} Autrement dit

—
-

=0 ==
= Attt ~= TN
‘7_7+Q1V1 + +akvk‘/A”?’4_o<AA\ﬂ+”*°@A{°‘
Q;\;&A“‘;/ \\_>
Réciproque : il est clair que A(? + a1 4+ akvlz) =b. O




1.5.2 EXEMPLE

On veut résoudre le systéme inhomogeéne

2X1 —5X2 +8X3 =2
—2x1 —T1x +x3 = -3

4x; +2x0 +7x3 =5

Pour ce faire on lui associe la matrice augmentée qu’'on échelonne

et réduit :

2 -5 8 2 2 -5 812
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1.5.3 SYSTEMES (IN)HOMOGENES, CONCLUSION

. - , N N e
@ La solution générale d'un systeme homogene AX = 0 estun

sous-espace de R”".

@ La solution générale d'un systéme inhomogene AX = b est

un translaté d'un sous-espace de R".
@ Le choix de la solution particuliere ? n'est pas unique!
. — — .
@ Le choix des vecteurs vi, ..., v qui engendrent le sous-espace
solution du systeme homogene n'est pas unique!

@ Une fois la matrice augmentée du systeme échelonnée et

réduite, ces choix sont imposés ! Merci Gauss.
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