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1.4.1 Produit matriciel, rappel

Soit A une matrice m ⇥ n. Les colonnes de A sont des vecteurs
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Définition
La multiplication matricielle est définie par la formule

A ·�!x = (
�!a1 . . .�!an)
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x1
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CCCA
= x1 ·�!a1 + x2 ·�!a2 + · · ·+ xn ·�!an

Ainsi le i-ème coe�cient de A ·�!x vaut ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn.

On multiplie “ligne par colonne”.



1.4.2 Exemple

Nous voulons savoir pour quelles valeurs des paramètres b1, b2, b3

le système suivant a une solution :

8
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>>:

x +y +z = b1

�x �y +z = b2

x +y +3z = b3

En d’autres termes nous voulons savoir quand le système suivant,

écrit sous forme matricielle, est compatible (on a additionné la

ligne 1 à la ligne 2 et soustrait cette même ligne à la troisième) :

0

BB@

1 1 1 b1

0 0 2 b1 + b2

0 0 2 b3 � b1
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Résolution (suite et fin).
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qui avive quand (br ( appartient au plan
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1.4.3 Linéarité du produit matriciel

Soient A une matrice m ⇥ n, des vecteurs �!u ,�!v de Rn
et ↵ 2 R.

Théorème
1 A · (�!u +

�!v ) = A�!u + A�!v ;

2 A · (↵�!u ) = ↵ · (A�!u ).

Preuve. On compare simplement les coe�cients de part et d’autre

de l’égalité. Faisons-le pour l’action : Pour 11 < hi
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1.4.4 Théorème d’existence

Théorème
Les a�rmations suivantes sont toutes équivalentes.

a L’équation A ·�!x =
�!
b a au moins une solution pour tout

vecteur
�!
b .

b Tout vecteur
�!
b de Rm

est combinaison linéaire des colonnes

de A.

c Les colonnes de A engendrent Rm
.

d Dans chaque ligne de A il y a un pivot.

Dans le point (d) on parle bien des pivots de la matrice A, pas de

la matrice augmentée (A|b).

A de taille mx n.

, qui est la matrice du suptime A =

5

.



Preuve. (a) et (b) sont équivalents or Ac =Jo signifie
-

par déf. du produit matriciel expa + -- . +
n. = b

,
i . e.

5 est combinaism linéaire des colonnes de A
.

Le affirmations sort équivalentes à () car les recteurs

-

an , ..,
n engendret

m
si ce sont des générateurs de

MR", ce qui par déf. signifie que
tout vecteur 5 deRi

en est combinaison linéaire .

Passons à (d). Por la méthode Gauss Ac =
J

admet une solution si la matrice augmentée (A15)
est équivalente à une matrice échelonnée (A 15')
son pivot dans le colonne 5.

.

Or to et dec J

peuvent prendre des valeurs arbitraires. On ne peut donc

pas avoi de ligue nulle dans A
.

Il doit donc

y
avor un pivot dans claque ligue de Al pou

que le suptere soit compatible NT EIRM I



Exemples. ① [3 = (600) la natric identit

de taille 3 x 3

Is a un pivot dans laque ligue ,
dec [3 =J

a toujours une solation
,
à savor = be

, 2= ba, be

② (
1 7

O

Da de c) )
③ e 2

(
3) (2) = (52) a

4 5 6
xz

toujours une solution cr il
y

a un pirot dans

chaque ligue de la forme échelonnée.



1.5 Ecriture des solutions

Nous introduisons maintenant une méthode pour écrire proprement

et sous forme vectorielle les solutions d’un système d’équations

linéaires.



1.5.1 Systèmes homogènes, I

Soit A une matrice m ⇥ n, les inconnues x1, . . . , xn forment un

vecteur colonne
�!x . On considère le système

A�!x =
�!
0

Exemple
On veut résoudre le système x1 � x2 + x3 = 0.

La matrice augmentée associée est (1 � 1 1 | 0). Elle est

échelonnée et réduite !

Il y a une inconnue principale : x1 et deux inconnues libres : x2, x3.

Ainsi x2, x3 joueront le rôle de paramètres dans la description des

solutions.

x1 = x2 � x3



1.5.1 Systèmes homogènes, II

Pour décrire les solutions de x1 = x2 � x3, on constate que x2 peut

prendre n’importe quelle valeur réelle s et de même x3 = t. Ainsi
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pour s, t 2 R.

Autrement dit S = Vect{
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CCA}. C’est un plan car

ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires.



1.5.1 Systèmes homogènes, III

Théorème

Les solutions S d’un système homogène A�!x =
�!
0 forment

toujours un sous-espace de la forme Vect{�!v1 , . . . ,�!vk}.

Remarques.

• Le nombre k est celui des inconnues secondaires.

• Si k = 0, alors S = Vect{;} = {�!0 }.

• Si k = 1 les solutions forment une droite, si k = 2, elles

forment un plan, etc.



1.5.1 Exemple

On veut résoudre le système homogène

8
>><

>>:

2x1 �5x2 +8x3 = 0

�2x1 �7x2 +x3 = 0

4x1 +2x2 +7x3 = 0

Pour ce faire on lui associe la matrice augmentée qu’on échelonne

et réduit :

0

BB@

2 �5 8 0

�2 �7 1 0

4 2 7 0

1
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1
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1.5.2 Système inhomogènes, I

On travaille avec un système A�!x =
�!
b et le vecteur

�!
b 6= �!

0 .

Théorème
La solution générale S d’un système inhomogène compatible

A�!x =
�!
b s’écrit comme

�!p +Vect{�!v1 , . . . ,�!vk}.

Remarques.

1 Le vecteur
�!p est une solution particulière du système.

2 Le sous-espace Vect{�!v1 , . . . ,�!vk} est la solution générale du

système homogène associé A�!x =
�!
0 .



Démonstration

Supposons que nous avons trouvé une solution particulière
�!p .

Soit
�!q une solution arbitraire du système A�!x =

�!
b . Alors

A�!p =
�!
b = A�!q

Ainsi

�!
0 = A�!q � A�!p = A(�!q ��!p )

Mais alors
�!q ��!p est une solution du système homogène associé !

Par conséquent
�!q ��!p 2 Vect{�!v1 , . . . ,�!vk}. Autrement dit

�!q =
�!p + ↵1

�!v1 + · · ·+ ↵k
�!vk

Réciproque : il est clair que A(�!p + ↵1
�!v1 + · · ·+ ↵k

�!vk ) =
�!
b . ⇤
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1.5.2 Exemple

On veut résoudre le système inhomogène

8
>><

>>:

2x1 �5x2 +8x3 = 2

�2x1 �7x2 +x3 = �3

4x1 +2x2 +7x3 = 5

Pour ce faire on lui associe la matrice augmentée qu’on échelonne

et réduit :

0
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�2 �7 1 �3

4 2 7 5
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Suite.
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Remarques.

①12924) est une solutio partialière de septem,on
O

elle est donnée gratuitement quand le supteie et

sous fore éklomée et réduite
,

mais il
y

a

d'autres choix possibles !

② la droite de solutions S est un doite affine
-

tranolaté de Vect((-1) J ,
droite qui passe

par ( %)
③amen

S

solution Sm'st
/

pas un ss-espace rectoriel.



1.5.3 Systèmes (in)homogènes, conclusion

1 La solution générale d’un système homogène A�!x =
�!
0 est un

sous-espace de Rn
.

2 La solution générale d’un système inhomogène A�!x =
�!
b est

un translaté d’un sous-espace de Rn
.

3 Le choix de la solution particulière
�!p n’est pas unique !

4 Le choix des vecteurs
�!v1 , . . . ,�!vk qui engendrent le sous-espace

solution du système homogène n’est pas unique !

5 Une fois la matrice augmentée du système échelonnée et

réduite, ces choix sont imposés ! Merci Gauss.



Exemples. ①xn - xz + xy =
6

-- x1 = 6 + xz - xy

s = (5) + ver()) ,(i)
O

9
x2 = xz =0

② soit aER
, w()E

1

Westmplan de RY
, quand est-e que

W est un

son-espace rectoriel de RY
,

autremet dit quand
est-e

que
West la solution d'un suptere

homogène ?


